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VERSION ALGE´BRIQUE DU FIBRE´ TANGENT
EUGE`NE OKASSA
Abstract. On de´finit une alge`bre qui joue le roˆle de l’alge`bre
des fonctions nume´riques de classe C∞ sur le fibre´ tangent d’une
varie´te´ lisse. On de´crit alge´briquement certaines proprie´te´s du fibre´
tangent.
We define an algebra which plays the role of the algebra of
the smooth functions on the tangent fibre bundle. Some algebraic
properties of the tangent fibre bundle are described.
1. INTRODUCTION
Une alge`bre locale W , au sens d’Andre´ Weil, est une alge`bre re´elle
commutative unitaire de dimension finie sur R ayant un ide´al maximal
unique m de codimension 1 sur R. On a
W = R⊕m.
Comme W est de dimension finie, il s’ensuit que l’ide´al maximal m est
nilpotent. Le plus petit entier k ∈ N tel que mk+1 = (0) et mk 6= (0)
est la hauteur de W .
Lorsque M est une varie´te´ lisse, C∞(M) de´signe l’alge`bre des fonc-
tions nume´riques de classe C∞ sur M . Un point proche de x0 ∈ M
d’espe`ce W est un homomorphisme d’alge`bres
ξ : C∞(M) −→ W
tel que pour tout f ∈ C∞(M),
[ξ(f)− f(x0)] ∈ m,
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c’est-a`-dire que la partie scalaire de ξ(f) est f(x0) [9]. Si M
W
x de´signe





est une varie´te´ lisse dont la dimension est dimM ·dimW [9].
Lorsque
W = D = R [T ] /(T 2)
est l’alge`bre des nombres duaux, MD s’identifie canoniquement au fibre´
tangent TM [9].
Pour f ∈ C∞(M), l’application
fW : MW −→ W
ξ 7−→ ξ(f)
est de classe C∞ et l’application
γW : C
∞(M) −→ C∞(MW ,W ) = W ⊗ C∞(MW )
f 7−→ fW
est un homomorphisme d’alge`bres. Le the´ore`me de Weil indique que si
W1 et W2 sont deux alge`bres locales, alors l’application
(MW1)W2 −→ MW1⊗W2
η 7−→ (idW1 ⊗ η) ◦ γW1
est un diffe´omorphisme de classe C∞ [9].
On note X(MW ) le C∞(MW )-module des champs de vecteurs sur
MW et DerγW
[
C∞(M),W ⊗ C∞(MW )] l’espace des γW -de´rivations
i.e. l’espace des applications line´aires
ϕ : C∞(M) −→ W ⊗ C∞(MW )
telles que pour toutes fonctions f et g appartenant a` C∞(M),
ϕ(fg) = ϕ(f) · γW (g) + γW (f) · ϕ(g).
Compte tenu du the´ore`me de Weil, l’application
X(MW ) −→ DerγW
[
C∞(M),W ⊗ C∞(MW )]
X 7−→ (idW ⊗X) ◦ γW
est un isomorphisme de C∞(MW )-modules [7],[8]. Ainsi lorsque
W = D = R [T ] /(T 2),
en identifiant MD au fibre´ tangent TM , l’application
X(TM) −→ DerγD [C∞(M),D⊗ C∞(TM)]
X 7−→ (idD ⊗X) ◦ γD
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est un isomorphisme de C∞(TM)-modules avec
γD : C
∞(M) −→ D⊗ C∞(TM)
f 7−→ 1D ⊗ (f ◦ piM) + ε⊗ df
ou`
piM : TM −→M
est la projection qui a` un vecteur tangent associe son origine,
df : TM −→ M
v 7−→ v(f)
la diffe´rentielle de f ∈ C∞(M) et (1D, ε) une base de D avec ε2 = 0.
On va, a` partir de l’isomorphisme
X(TM) −→ DerγD [C∞(M),D⊗ C∞(TM)] , X 7−→ (idD ⊗X) ◦ γD,
construire une alge`bre jouant le roˆle de l’alge`bre C∞(TM). Les de´rivations
de cette alge`bre vont jouer le roˆle des champs de vecteurs sur TM . On
construira ainsi les e´quivalents alge´briques du champ de Liouville, des
semi-sprays et des connexions non line´aires.
Dans tout ce qui suit, A de´signe une alge`bre commutative unitaire
sur un corps commutatif K de caracte´ristique nulle, 1A son e´le´ment-
unite´ et DerK(A) le A-module des K-de´rivations de A. On note ΩK(A)
le A-module des K-diffe´rentielles de Ka¨hler de A, dA/K : A −→ ΩK(A)
la de´rivation canonique et SA [ΩK(A)] la A-alge`bre syme´trique du A-
module ΩK(A) [1].
Soit D = K [T ] /(T 2), idD l’application identique de D, (1D, ε) une
base de D ou` ε est l’image de T par la surjection canonique
K [T ] −→ D = K [T ] /(T 2)
et (1∗D, ε
∗) la base duale de la base (1D, ε). On notera que 1∗D est
l’augmentation de D.
Les K-homomorphismes d’alge`bres conside´re´s sont unife`res et les
produits tensoriels sont sur K.
2. De´rivations de SA [ΩK(A)] .
La K-alge`bre D ⊗K SA [ΩK(A)] est un SA [ΩK(A)]-module libre de
rang 2: une base est
(1D ⊗ 1SA[ΩK(A)], ε⊗ 1SA[ΩK(A)]).
On ve´rifie que l’application
γA : A −→ D⊗K SA [ΩK(A)]
a 7−→ 1D ⊗ a+ ε⊗ dA/K(a)
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est un homomorphisme de K-alge`bres.
On note DerK(SA [ΩK(A)]) le SA [ΩK(A)]-module des K-de´rivations
de SA [ΩK(A)] etDerγA(A,D⊗KSA [ΩK(A)]) le SA [ΩK(A)]-module des
γA-de´rivations, i.e. l’espace des applications K-line´aires
ϕ : A −→ D⊗K SA [ΩK(A)]
telles que pour tous a et b appartenant a` A,
ϕ(ab) = ϕ(a) · γA(b) + γA(a) · ϕ(b).
On notera que le crochet de deux de´rivations X et Y de SA [ΩK(A)]
est la de´rivation
[X, Y ] = X ◦ Y − Y ◦X.
The´ore`me 1. L’application
σA : DerK(SA [ΩK(A)]) −→ DerγA(A,D⊗K SA [ΩK(A)])
X 7−→ (idD ⊗X) ◦ γA
est un isomorphisme de SA [ΩK(A)]-modules.
De´monstration: On ve´rifie que σA est SA [ΩK(A)]-line´aire.
- L’application σA est injective: en effet, si X ∈ DerK(SA [ΩK(A)])





0 pour tout a ∈ A. Comme A et ΩK(A) engendrent la A-alge`bre
SA [ΩK(A)], on conclut que X = 0.
- L’application σA est surjective: en effet soit Y : A −→ D ⊗K
SA [ΩK(A)] une γA-de´rivation. Pour tout a ∈ A, il existe deux applica-
tions K-line´aires f0 : A −→ SA [ΩK(A)] et f1 : A −→ SA [ΩK(A)] telles
que
Y (a) = 1D ⊗ f0(a) + ε⊗ f1(a).
L’application
γA : A −→ D⊗K SA [ΩK(A)] , a 7−→ 1D ⊗ a+ ε⊗ f0(a),
est un homomorphisme de K-alge`bres et on ve´rifie que l’application
Y : A −→ D⊗K SA [ΩK(A)] , a 7−→ 1D ⊗ dA/K(a) + ε⊗ f1(a),
est une γA-de´rivation.
En munissant D⊗K SA [ΩK(A)] de la structure de A-module de´finie
par l’homomorphisme d’alge`bres γA, alors il existe une application A-
line´aire et une seule
Y0 : ΩK(A) −→ D⊗K SA [ΩK(A)]
telle que
Y0 ◦ dA/K = Y .
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Comme la A-alge`bre D ⊗K SA [ΩK(A)] est commutative, on de´duit
l’existence et l’unicite´ d’un homomorphisme de A-alge`bres
Y1 : SA [ΩK(A)] −→ D⊗K SA [ΩK(A)]











X = (ε∗ ⊗ idSA[ΩK(A)]) ◦ Y1 : SA [ΩK(A)] −→ SA [ΩK(A)]





= f1(a). Ceci donne
[(idD ⊗X) ◦ γA] = Y .
D’ou` la surjectivite´ de σA.
Lorsque M est une varie´te´ lisse, la C∞(M)-alge`bre syme´trique
SC∞(M) [ΩR(C
∞(M))]
du C∞(M)-module ΩR(C∞(M)) va jouer le roˆle de l’alge`bre C∞(TM)
des fonctions nume´riques de classe C∞sur TM .
Compte tenu du the´ore`me pre´ce´dent, en notant
i : A −→ SA [ΩK(A)]
l’injection canonique, on dira que le triplet (A, i, SA [ΩK(A)]) est la
version alge´brique du fibre´ tangent ou que SA [ΩK(A)] est la version
alge´brique du fibre´ tangent. Lorsque M est une varie´te´ lisse, ce triplet
va jouer le roˆle du triplet
(TM, piM ,M)
ou`
piM : TM −→M
est le fibre´ tangent.
2.1. Prolongements a` SA [ΩK(A)] des de´rivations de A.
Proposition 2. Si
θ : A −→ A
est une de´rivation de A, alors il existe une K-de´rivation et une seule
θA : SA [ΩK(A)] −→ SA [ΩK(A)]
telle que pour tout a ∈ A,




= dA/K [θ(a)] .
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De plus, l’application
DerK(A) −→ DerK(SA [ΩK(A)])
θ 7−→ θA
est un homomorphisme de K-alge`bres de Lie.
De´monstration: On ve´rifie que l’application
γA ◦ θ : A −→ D⊗K SA [ΩK(A)]
est une γA-de´rivation. On de´duit du the´ore`me 1 l’existence et l’unicite´
d’une K-de´rivation
θA : SA [ΩK(A)] −→ SA [ΩK(A)]
telle que
(idD ⊗ θA) ◦ γA = γA ◦ θ.
Pour tout a ∈ A, on a θA(a) = θ(a) et θA [dA/K(a)] = dA/K [θ(a)].
On ve´rifie que l’application
DerK(A) −→ DerK(SA [ΩK(A)])
θ 7−→ θA
est un homomorphisme de K-alge`bres de Lie.
On dira que la de´rivation θA est le prolongement a` SA [ΩK(A)] de la
de´rivation θ de A.
2.2. De´rivation de Liouville. L’application
d : D −→ D
x = λ · 1D + µ · ε 7−→ µ · ε
est une K-de´rivation. Ici, λ et µ sont des e´le´ments de K.
Proposition 3. Il existe une K-de´rivation et une seule
C : SA [ΩK(A)] −→ SA [ΩK(A)]
telle que pour tout a ∈ A,





De´monstration: On ve´rifie que l’application
(d⊗ idSA[ΩK(A)]) ◦ γA : A −→ D⊗K SA [ΩK(A)]
est une γA-de´rivation. On de´duit du the´ore`me 1 l’unicite´ et l’existence
d’une K-de´rivation
C : SA [ΩK(A)] −→ SA [ΩK(A)]
telle que
(idD ⊗ C) ◦ γA = (d⊗ idSA[ΩK(A)]) ◦ γA.
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Pour tout a ∈ A, il s’ensuit que C(a) = 0 et C [dA/K(a)] = dA/K(a).
On dira que la de´rivation C est la de´rivation de Liouville ou de´rivation
canonique. Cette de´rivation, en ge´ome´trie diffe´rentielle, joue le roˆle du
champ de vecteurs sur le fibre´ tangent a` une varie´te´ lisse engendrant le
groupe des homothe´ties sur les fibres.
Remarque 4. Pour p ∈ N, si SpA [ΩK(A)] est la p-ie`me puissance
syme´trique du A-module ΩK(A), alors pour tout f ∈ SpA [ΩK(A)], on a
C(f) = p · f .
Ce qui signifie que pour tout f ∈ SA [ΩK(A)], on a
C(f) = 0
si et seulement si f ∈ A.


















2.3. Structure de D-module sur DerK(SA [ΩK(A)]).
Proposition 6. Si X ∈ DerK(SA [ΩK(A)]), alors il existe une K-
de´rivation et une seule
ε ·X : SA [ΩK(A)] −→ SA [ΩK(A)]
telle que pour tout a ∈ A,
(ε ·X)(a) = 0 et (ε ·X) [dA/K(a)] = X(a).
De´monstration: Soit
µε : D −→ D
α · 1D + β · ε 7−→ α · ε
la multiplication par ε dans D. Pour tout X ∈ DerK(SA [ΩK(A)]), on
ve´rifie que l’application
(µε ⊗X) ◦ γA : A −→ D⊗K SA [ΩK(A)]
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est une γA-de´rivation. On de´duit du the´ore`me 1 l’existence et l’unicite´
d’une K-de´rivation
ε ·X : SA [ΩK(A)] −→ SA [ΩK(A)]
telle que
(idD ⊗ ε ·X) ◦ γA = (µε ⊗X) ◦ γA.
Pour tout a ∈ A, on a (ε ·X)(a) = 0 et (ε ·X) [dA/K(a)] = X(a).
L’application
ζ : D×DerK(SA [ΩK(A)]) −→ DerK(SA [ΩK(A)])
qui a` (α · 1D + β · ε,X) appartenant a` D ×DerK(SA [ΩK(A)]) associe
l’e´le´ment αX + ε · (βX) de DerK(SA [ΩK(A)]) de´finit une structure de
D-module sur DerK(SA [ΩK(A)]).
L’application
Lε : DerK(SA [ΩK(A)]) −→ DerK(SA [ΩK(A)])
X 7−→ ε ·X
est un morphisme de SA [ΩK(A)]-modules et est telle que
L2ε = 0.
L’application Lε joue le roˆle de la structure presque tangente en
ge´ome´trie diffe´rentielle. En effet, lorsque X(TM) est le C∞(TM)-
module des champs de vecteurs sur TM ou` M est une varie´te´ lisse
de dimension n, il existe [3] un tenseur de type (1, 1)
J : X(TM) −→ X(TM)
de rang n tel que
J2 = 0.
L’endomorphisme
Lε : DerK(SA [ΩK(A)]) −→ DerK(SA [ΩK(A)])
est la version alge´brique de la structure presque tangente J .
Proposition 7. Si θ ∈ DerK(A) et si X ∈ DerK(SA [ΩK(A)]), alors[
θA, ε ·X] = ε · [θA, X] .
De´monstration: Pour tout a ∈ A, on a ([θA, ε ·X]−ε·[θA, X])(a) =
0 et (
[
θA, ε ·X]−ε·[θA, X])(dA/K(a)) = 0. Comme A et ΩK(A) engen-
drent la A-alge`bre SA [ΩK(A)], on conclut que
[
θA, ε ·X] = ε · [θA, X].
On a aussi:
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Proposition 8. Si X et Y appartiennent a` DerK(SA [ΩK(A)]), alors
[ε ·X, ε · Y ] = ε · [ε ·X, Y ] + ε · [X, ε · Y ] .
Cette expression, en ge´ome´trie diffe´rentielle, signifie que la structure
presque tangente J est inte´grable.
2.4. De´rivations spe´ciales. Une de´rivation X de SA [ΩK(A)] sera
dite de´rivation spe´ciale si pour tout a ∈ A,
X(a) = dA/K(a).
Les de´rivations spe´ciales jouent le roˆle des champs de vecteurs semi-
sprays en ge´ome´trie diffe´rentielle.
Proposition 9. Une de´rivation X ∈ DerK(SA [ΩK(A)]) est une de´rivation
spe´ciale si et seulement si
ε ·X = C,
ou` C est la de´rivation de Liouville.
De´monstration: Si X ∈ DerK(SA [ΩK(A)]) est une de´rivation
spe´ciale, pour tout a ∈ A, on ve´rifie que (ε · X − C)(a) = 0 et
(ε ·X − C) [dA/K(a)] = 0.
Inversement, si X ∈ DerK(SA [ΩK(A)]) est une de´rivation telle que
ε ·X = C,
pour tout a ∈ A, on a
(ε ·X) [dA/K(a)] = C [dA/K(a)]
X(a) = dA/K(a).
On conclut que X est une de´rivation spe´ciale.
L’existence des de´rivations spe´ciales n’est pas toujours assure´e.
The´ore`me 10. Si le A-module ΩK(A) est projectif, alors DerK(SA [ΩK(A)])
admet des de´rivations spe´ciales.
De´monstration: L’application
dA/K : A −→ SA [ΩK(A)]
a 7−→ dA/K(a)
e´tant une K-de´rivation, alors il existe une application A-line´aire et une
seule
dA/K : ΩK(A) −→ SA [ΩK(A)]







En munissant D⊗K SA [ΩK(A)] de la structure de A-module de´finie par
γA, l’application
1∗D ⊗ idSA[ΩK(A)] : D⊗K SA [ΩK(A)] −→ SA [ΩK(A)]
1D ⊗ f + ε⊗ g 7−→ f
est A-line´aire et surjective. Comme le A-module ΩK(A) est projectif,
il existe ainsi une application A-line´aire
Y : ΩK(A) −→ D⊗K SA [ΩK(A)]
telle que
(1∗D ⊗ idSA[ΩK(A)]) ◦ Y = dA/K .














ou` f0 : ΩK(A) −→ SA [ΩK(A)] et f1 : ΩK(A) −→ SA [ΩK(A)] sont deux




= dA/K(a). On ve´rifie que
l’application
Y ◦ dA/K : A −→ D⊗K SA [ΩK(A)]
a 7−→ Y [dA/K(a)]
est une γA-de´rivation. Soit
X : SA [ΩK(A)] −→ SA [ΩK(A)]
l’unique K-de´rivation telle que
(idD ⊗X) ◦ γA = Y ◦ dA/K .









: ceci signifie que X est une de´rivation spe´ciale.
Dans toute la suite, le A-module ΩK(A) est suppose´ projectif et toute
de´rivation spe´ciale est note´e S.
2.5. Caracte´risation des prolongements a` SA [ΩK(A)] des de´rivations
de A.
Proposition 11. Une de´rivation X ∈ DerK(SA [ΩK(A)]) est le pro-
longement a` SA [ΩK(A)] d’une de´rivation de A si et seulement si pour
tout Y appartenant a` DerK(SA [ΩK(A)]), les deux proprie´te´s suivantes
sont satisfaites:
1) [X, ε · Y ] = ε · [X, Y ];
2) [X,C] = 0.
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pour tout a ∈ A, on a C [X(a)] = 0, et compte tenu de la remarque 4,
on de´duit que
X(a) ∈ A.
Ainsi, X admet une restriction θ a` A i.e. θ = X/A. Pour tout a ∈ A,
on a donc: X(a) = θ(a) = θA(a).
En prenant pour Y une de´rivation spe´ciale S et compte tenu de
l’hypothe`se, on a [X, ε · S] = ε · [X,S]. Ceci signifie que [X,C] =
ε · [X,S]. Comme [X,C] = 0, on de´duit que ε · [X,S] = 0. D’ou` pour













Dans cette partie, le fait que le A-module ΩK(A) soit suppose´ projec-
tif va nous permettre de construire des sous-modules supple´mentaires
du sous-module vertical de DerK(SA [ΩK(A)]).
3.1. De´rivations verticales. UneK-de´rivationX ∈ DerK(SA [ΩK(A)])
sera dite de´rivation verticale si pour tout a ∈ A,
X(a) = 0.
La de´rivation de Liouville C est une de´rivation verticale et deux de´rivations
spe´ciales diffe`rent d’une de´rivation verticale. LorsqueX est une de´rivation
de SA [ΩK(A)], alors ε ·X est une de´rivation verticale. L’ensemble VA
des de´rivations verticales de SA [ΩK(A)] est a` la fois un SA [ΩK(A)]-
sous-module et un D-sous-module de DerK(SA [ΩK(A)]): il est aussi
une K-sous-alge`bre de Lie de DerK(SA [ΩK(A)]).
Les de´rivations verticales jouent le roˆle des champs verticaux sur le
fibre´ tangent en ge´ome´trie diffe´rentielle.
Proposition 12. Si X est une de´rivation verticale et si S est une
de´rivation spe´ciale, alors
ε · [X,S] = X.
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En particulier pour toute de´rivation quelconque Y de SA [ΩK(A)] et
pour toute de´rivation spe´ciale S, on a
ε · [ε · Y, S] = ε · Y .
De´monstration: La de´montration ne pre´sente pas de difficulte´s.
Proposition 13. Pour X ∈ DerK(SA [ΩK(A)]), les assertions suiv-
antes sont e´quivalentes:
1) X est une de´rivation verticale;
2) il existe une de´rivation Y ∈ DerK(SA [ΩK(A)]) telle que X = ε·Y ;
3) ε ·X = 0.
De´monstration: 1) =⇒ 2) Comme X est une de´rivation verti-
cale, pour toute de´rivation spe´ciale S et compte tenu de la proposition
pre´ce´dente, on a
X = ε · [X,S] .
En posant Y = [X,S], on a X = ε · Y .
2) =⇒ 3) Si X ∈ DerK(SA [ΩK(A)]) est de la forme X = ε · Y , on a
imme´diatement ε ·X = 0.
3) =⇒ 1) Si X ∈ DerK(SA [ΩK(A)]) est une de´rivation telle que
ε ·X = 0,
alors pour tout a ∈ A, on a
0 = [ε ·X] (dA/K(a))
= X(a).
On conclut que la de´rivation X est une de´rivation verticale.
3.2. Projecteurs verticaux. Lorsque M est une varie´te´ lisse, une
connexion non line´aire sur M est la donne´e d’un supple´mentaire du
C∞(TM)-module des champs verticaux pour la fibration
piM : TM −→M
[4],[5].
Dans ce qui suit, on va associer, a` une de´rivation spe´ciale, un supple´mentaire
du SA [ΩK(A)]-module des de´rivations verticales dansDerK(SA [ΩK(A)]):
ceci jouera le roˆle de connexion non line´aire en ge´ome´trie diffe´rentielle.
On ve´rifie que pour tout X ∈ DerK(SA [ΩK(A)]), l’application
[X,Lε] : DerK(SA [ΩK(A)]) −→ DerK(SA [ΩK(A)])
Y 7−→ [X, ε · Y ]− ε · [X, Y ]
est un endomorphisme de SA [ΩK(A)]-modules.
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Un projecteur vertical sur DerK(SA [ΩK(A)]) est un endomorphisme
de SA [ΩK(A)]-modules
v : DerK(SA [ΩK(A)]) −→ DerK(SA [ΩK(A)])
ve´rifiant:
1) Pour tout X ∈ DerK(SA [ΩK(A)]), v(X) est une de´rivation verti-
cale;
2) Pour toute de´rivation verticale Y , on a v(Y ) = Y .
The´ore`me 14. Si S est une de´rivation spe´ciale de SA [ΩK(A)], alors
l’endomorphisme de SA [ΩK(A)]-modules





(idDerK(SA[ΩK(A)]) + [S, Lε])
est un projecteur vertical sur DerK(SA [ΩK(A)]).
De´monstration: Pour tout X ∈ DerK(SA [ΩK(A)]), si S est une
de´rivation spe´ciale et compte tenu de la proposition 12, on a
ε · (X + [S, Lε] (X)) = 0.
Ceci signifie que la de´rivation X + ([S, Lε])(X) est une de´rivation ver-
ticale, i.e. pour tout X ∈ DerK(SA [ΩK(A)]), la de´rivation v(X) est
une de´rivation verticale.
Lorsque X ∈ DerK(SA [ΩK(A)]) est une de´rivation verticale, on a
X + ([S, Lε])(X) = X + [S, ε ·X]− ε · [S,X]
= X + [S, ε ·X] + ε · [X,S] .
Comme la de´rivation X est verticale, on a ε ·X = 0 et ε · [X,S] = X.
Ainsi
X + ([S, Lε])(X) = 2 ·X,
c’est-a`-dire
2 · v(X) = 2 ·X.






(idDerK(SA[ΩK(A)]) + [S, Lε])
est un projecteur vertical sur DerK(SA [ΩK(A)]).
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Dans ce cas, le projecteur horizontal est





(idDerK(SA[ΩK(A)]) − [S, Lε]).
Le projecteur vertical joue le roˆle de connexion non line´aire sur le
fibre´ tangent en ge´ome´trie diffe´rentielle.
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